CUPRINS

] - - TSP PSR v
CAPITOLUL 1. PROPRIETATI GENERALE ALE SPATIILOR TOPOLOGICE..........cc0eueenen. 11
1.1. Definitia spatiului topologic. Exemple. Notiunea de vecinatate si
de punct interior pentru 0 MURIMe ......cccvviiiieiiie e, 11
1.2. Multimi inchise. Aderenta, derivata, frontiera unei multimi.
MURIMIE DBNSE ...t e e e e e e e e e e e e e snbrae e e e e e eennnees 17
1.3. Baza de vecinatati a unui punct intr-un spatiu topologic. Baza de
deschisi, spatii cu bazd nUMArabild........ccccceeeeiviiiiiii e 27
1.4. Notiunea de subspatiu topologic. Topologia indusa .........ccccceevevveeiecveee e, 30
1.5. Siruri generalizate si filtre Tn spatii topologice ......cccccvvvvevciiieecciee e, 32
1.6. Familii de topologii pe o multime data. Relatia de ordine intre
o Lo TN =I5 o] o] Lo = | 41
1.7. Limita si continuitate Tn spatii topologiCe ......ovvvviriieriiiiieerie e, 48
1.8. Generarea unei topologii folosind proprietatile familiei
vecinatatilor unui punct arbitrar intr-un spatiu topologiC........cccceevcvvreenene. 58
CAPITOLUL 2. TIPURI PARTICULARE DE SPATII TOPOLOGICE .......c..cooveunnirrennnnnnnnne. 60
2.1. Spatii topOologICe SEPArate..ccc.veeee e e s 60
2.2. Spatii topologice SEPArabile .......cccccvevreiiriiiriierie e 63
2.3. Spatii topologice reguUIate......ceiivciiee i 65
2.4. Spatii topologiCE COMPACLE ....uevieeiiiieeieee e e 67
2.5. Spatii topologice local compacte. Compactificarea Alexandrov.
Cercul si sfera Iui RIEManN ........oooveieiiicee e 79
2.6. Spatii topolOGICE NOIMAIE ....evvieiiiiieii et 84
2.7. Spatii tOPOIOGICE CONEBXE ..vviieeieee et e e e s eneee s 86
2.8. Produse de spatii tOPOIOGICE .....ccecvviieiciiieeciee e 94
CAPITOLUL 3. SPATIH METRICE ....ccuuuiiiimeiiiinniiiieeiiieeeiireeenireenesssesnsssnesnssnnens 104
3.1. Definitie, exemple, proprietdti generale .......c.ccocvvvveviieieneeenie e 104
3.2. Spatii Metrice COMPIELE .....coceeeeeee e e e 120
3.3. Metrici topologic si uniform echivalente .........ccooeeeeiiiee e, 130
3.4. Spatii Metrice COMPACTE... oo 134
3.5, ST BaIl €. e eeeeeeeeeeeeeeeeee e 141
3.6. SPatii METIICE CONEXE ...uuiciccccccccc e eaaeeaaeanees 145
3.7. Compactificarea Cech-Stone. Conditii pentru ca un spatiu
topologic sa fie Metrizabil.........ccceeiieiiiieeie s 148
CAPITOLUL 4. SPATII VECTORIALE TOPOLOGICE ........ccceuuiirmmnnniinennnncinenneinnennsenes 160
4.0. Spatii vectoriale. Definitii, exemple, proprietati generale ..........cccevvveeeeen. 160
4.1. Tipuri remarcabile de multimi Tn spatii vectoriale........ccccceevcveeiiceienciieeens 169

X



4.2. Functionale liniare si subliniare. Seminorme si norme.

Functionala Minkowski. Teorema Hahn-Banach ..........ccccccvveviieeencinenenns 176
4.3. Varietati liniare si hiperplane. Proprietati de separare........cccceeeevveeeevneennne 184
4.4. Spatii vectoriale topologice. Definitie, exemple, proprietati

FodS A T=T - | LTS 190
4.5. Multimi convexe, marginite, total marginite si compacte in spatii

vectoriale tOPOIOZICE. ....oui i 198
4.6. SPatii [0CAl CONVEXE ...uvveiieiiiee ettt ettt erree e e tre e e eeabeee e areeeeans 204
4.7. Topologia slaba pe un spatiu local coNVeX ......cccuvveeeeeieiiiciiieee e, 211

CAPITOLUL 5. SPATII VECTORIALE NORMATE......cccccotteueiirinnniiiennnicinenesieneenssnnens 212

5.1. Definitii, exemple, proprietdti generale ........cccccvvcveeivceeiece e 212
5.2. Spatii vectoriale normate finit dimensionale ..........cccceccevvveieniiinie e 219
5.3. Spatii Banach. Definitie, proprietati, exemple de spatii Banach.................... 227
5.4. Operatori liniari si continui. Definitie, exemple. Spatiul

operatorilor liniari $i CONtiNUI.....c..vvieiiiiiiiieec e, 238
5.5. Principii fundamentale ale Analizei Functionale ........cccceevciieeiiceninceees 246
5.6. Dualul unui spatiu vectorial NOrmat.......cceevcveerieeniieeiiee e 250
5.7. Caracterizarea dualelor unor spatii CONCrete.......coccvevvvveeiiciereeciee e 259

5.8. Comparatii intre spatii metrice, spatii vectoriale topologice si
spatii vectoriale normate. Conditia de normabilitate a unui

spatiu vectorial toOPOIOZIC.....ccuuiiie e 271
CAPITOLUL 6. INTRODUCERE iN TEORIA DISTRIBUTILOR .....ceovrrrrrrerrennenerenenenne 275
6.0. Preliminarii cooocceee et et et 275
6.1. SPatiul [Ui SCAWAITZ ... e e 277
6.2. Notiunea de distributie. Definitie, exemple ......cccovveieiieeicciee e, 284
6.3. Operatii cU distribULIi.....cccuveieeei i 289
6.4. Aplicatii ale distribUtiilor .......c.eeeveiieeece e 299
ANEXA. ELEMENTE DE TEORIA MASURII .....cveeveverneerertesseeseeseessessesessessessessessessens 306
A.1. CLASE DE MULTIMI..ceictiiiieeiieesieeeieeenieeesieeesteeesaaeessseesseessseessessnsessssessssenens 306
A.2. MASURI POZITIVE. DEFINITII, EXEMPLE, PROPRIETATI ...oocvevrrrcrerrceerenee. 309
A.3. FUNCTH MASURABILE .....coovveveveveteteteteteeeeesesesesessesasae et sese st sesesesesesesennas 315

A.4. INTEGRALA UNEI FUNCTII REALE TN RAPORT CU O MASURA
POZITIVA. ...ttt 319
INDEX DE NOTIUNI ....oiiiiiiiiiiciiieesiineeescnnsaesnnsaessssssasssssssssssssssssssssssnssssssnnsnsns 326
BIBLIOGRAFIE ........ccuuniiiiiiirieiiirieesennreeennsaassssrssessssssnessssssnsssssssnsssssssnssssssnnsnsss 336




CAPITOLUL 1. PROPRIETATI GENERALE ALE SPATIILOR
TOPOLOGICE

1.1. Definitia spatiului topologic. Exemple. Notiunea de vecinitate si de punct
interior pentru o multime

Definitia 1.1.1. Fie X o multime nevida. O familie z de submultimi ale lui X se
numeste topologie daca satisface conditiile:

"D, X er;
2%) Pentru orice familie de indici / cu D,er,Vael, avem: UDa €T

ael
3°)Dacd 4,Ber,atunci ANBer.
Elementele lui 7 se numesc multimi deschise.

Observatia 1.1.2.
a) Din conditia 3”) rezultd imediat, prin inductie, ci pentru orice familie

finitd (D,) __ cu D, ez, Vi= 1,7, avem:

1<i<n
n
ﬂD,. €T.
i=1

b) Dupd cum vom vedea, intersectia unei familii infinite de multimi deschise
nu este, in general, o multime deschisa.

Exemplul 1.1.3. Fie X =R. Definim pe R urmatoarea topologie 7: 4er daca
este Indeplinitd una din conditiile:

1) A=0;

ii) Dacd A=, atunci Vxe 4, 3r >0 astfel incat (x—r,x+r)c 4.
Sa verificam cele trei conditii din definitia unei topologii:

1) I, X ez, evident;

2)Fie (D,) , crsifiexe| JD,.

ael

Atunci e, €l cu xeD, , deci 3r>0 astfel incat (x—r,x+r)c D, , de unde
deducem cd (x—r,x+r) UD adica UD €T.

ael ael

3)Fie A,Ber.Daca ANB=C atunci AnBer.
Presupunem ca ANB#J sifie xe ANB.
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Capitolul 1. Proprietdti generale ale spatiilor topologice

xe€dsi Aet =31, >0 astfel incat (x—r,x+7)c 4.

x€B si Ber=13r, >0 astfel inct (x—r,x+r)c 4.

Fie r =min(r,,). Atunci

(x—r,x+r)c A, (x=r,x+r)cB, deci (x—r,x+r)c AN B de unde deducem
ca AnBer.

Exemplul 1.1.4. Fie X =C; definim pe C topologia 7z in felul urmator: 4er
daca
i) A=0 sau ii) daca 4=, Vze A, Ir>0 astfel incait VyeC cu

‘y—z\<r, avem ye 4.
Se verifica, similar cu exemplul 1.1.3., cd multimile A4 er astfel definite,
satisfac conditiile de definitie ale unei topologii.

Definitia 1.1.5. Fie a,b,c,d e R cu a<b , c¢<d. Produsul cartezian
(a,b)x(c,d)= {(x,y)‘x e(ab), ye (c,d)} se numeste interval bi-dimensional

deschis.
y N

>‘<\,

0 a X b
Figura 1.1

Mai general, in R", pentru qa <b, ai,bieﬁ, i=ln, multimea
In=ll[(ai,bl.):(al,bl)x(az,bz)x...x(an,bn) se numeste interval deschis n-

i=l

dimensional.

Exemplul 1.1.6. Fie X =R". Pe R" definim urmatoarea topologie 7: A €7 daca
1) A= sauii) dacd 4#=J, Vxe A, 31, (interval deschis n-dimensional) astfel

incat xel c 4.
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Capitolul 1. Proprietdti generale ale spatiilor topologice

Figura 1.2

(7 se mai numeste topologia naturald pe R").

Exemplul 1.1.7. Fie X#J, 7 ={®,X } Se verifica usor cd 7 este o topologie,
numita topologia indiscreta (sau grosiera) a lui X .

Exemplul 1.1.8. Fie X # &, 7 ="P(.X) (multimea partilor lui X ). Atunci 7 este o
topologie pe X , numita fopologia discreta a lui X .

Observatia 1.1.9. Din exemplele 1.1.7., 1.1.8. vedem céd pe o multime data putem
construi mai multe topologii. In paragraful 1.6 vom vedea cum pot fi comparate
doua sau mai multe topologii pe aceeasi multime.

Exemplul 1.1.10. Fie X =N. Pe N construim urmatoarea topologie 7: 4 €7 daca
1) A= sauii)daca A+, A#N atunci V p e 4, p este numar prim; sau

i) A=N.

Verificam cele trei conditii de definitie a unei topologii:

1) D, N e r, din constructie;

2)Fie (D,),, =r.Dacd 3a, el cu D, =N, atunci | JD, =Ner.

ael

Daca Vael, D, # N atunci:
2.1. Daca 3J #, J < I astfel Incat @;tDﬁ;tN, Vped si D,=0,Vael\J,

atunci:
UDa - U Dy
ael pel
si fiecare multime D, este formatd numai din numere prime, deci UDﬁ este

pe
formata numai din numere prime. Rezultd atunci

UDa:UDﬁET-

acl peJ
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Capitolul 1. Proprietdti generale ale spatiilor topologice

2.2.Daca D, =0, Va el atunci UDa =Jer.
ael
3)Fie 4,Ber.
3.1.Dacd ANB=O=>ANBer;

3.2. Daca AN B# O, distingem cazurile:
321. A=B=N=AnB=Ner;

322. A=N,B#N= AN B=Ber (similar pentru 4#N, B=N);
3.2.3. A,B#N, atunci 4 B va contine numerele prime comune lui 4
si B,deci AnBer.

Exemplul 1.1.11. Fie X # . Definim pe X urmatoarea topologie 7: 4 €7z daca
1) A= sau ii) daca 4=, atunci X \ 4 este finitd sau vida. Sa probam ca 7
este o topologie:

1) & et (din constructie), iardacd 4=X, X\A=O,deci X e7;

2) Fie (D,),_, c7.Daci Vael, D, =, atunci | JD, =@ er. Dacd 3o, €/ cu

ael

D, #, atunci X'\ D, este finitd sau vida; cum X \ [UDQJ cX\D, , deducem

ael

cd X\ (UDHJ este finita sau vida, deci UDa €T.

ael ael

3) Fie 4,Ber cu AnB#<. Notam cu CA (respectiv CB) multimile X \ 4

(respectiv X \ B) adicd complementarele lui 4 si B.
Avem ca

C(4nB)=(CA4)u(CB)
Dar A#@, B#@&, deci CA si CB sunt finite sau vide, deci (CA)U(CB) este

finitd sau vida. Obtinem deci:
ANnBer.

Definitia 1.1.12. Dacd X = si r este o topologie pe X , atunci perechea (X ,z')
se numeste spatiu topologic.

Definitia 1.1.13. Fie (.X,7) un spatiu topologic.
a) Fie xe X,V < X spunem cd V' este o vecindtate a lui x daca 3D er cu
xeDc/V.

14



Capitolul 1. Proprietdti generale ale spatiilor topologice

Figura 1.3

Multimea tuturor vecinatatilor lui x se noteaza V..
b) Fie Ac X, V< X spunem ca V' este o vecinatate a lui A daca 3D er
cu Ac DcV.Vomnota cu V, multimea tuturor vecinatatilor multimii 4.

Teorema 1.1.14. Fie (X,z') un spatiu topologic si Ac X . Sunt echivalente
afirmatiile:
1) Aez;
2) Vxed, AeV.
Demonstratie.
)=2) Cum Aer,avem xe Ac A,deci AeV..

2)=1) VxeA4,3D e7r cu xe D, c A. Atunci, evident, 4 = UDX si, din a doua

xeA

conditie din definitia unei topologii, rezultd A e 7. ]

Observatia 1.1.15. Teorema 1.1.14. afirmd ca o multime nevida este deschisa daca
si numai daca este vecindtate pentru orice punct al sau.

Definitia 1.1.16. Fie (.X,7) un spatiu topologic, 4 = X, xe X . Spunem cd x este
punct interior al multimii 4 dacd A€ V..

Multimea A4 = {x eX ‘xeste punct interior al lui A} se numeste interiorul lui A.

Propozitia 1.1.17. Fie (X,r) un spatiu topologic, @+ Ac X . Atunci A= U D.

Der
Dc4

Demonstratie.
i)Fiexed=>A4eV =3AD. ercuxeD,c A= Ac UD.

Der
DcA4
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Capitolul 1. Proprietdti generale ale spatiilor topologice

i) Fie acum x € U D,deci A€V , deunde xe A. Asadar U Dc A (]
Der Der
DcA DcA

Exemplul 1.1.18. Fie X =R, 7 topologia definitd in exemplul 1.1.3. Fie
A={1}U[2,3). Sd determinam A.

o o ( o
i 4 X
Figura 1.4

1 2
[
[

~N—

)
74

Pentru  xe€(2,3), 3Jr>0 astfel incat (x—rx+r)c(23). Rezultd
xe(x—r,x+r)cc(2,3)c 4. Dar, din exemplul 1.1.3. rezulta ca orice interval de
tipul (x—r,x+ r) €7 (pentru ca se poate contine pe el insusi!). Deducem ca
AeV , deci xeA. Fie acum x=2 si vom proba ci 2¢ 4. Si presupunem prin
absurd ci 2 € 4, deci A€V, adica 3Der cu 2e Dc 4. Atunci, 3r>0 astfel incat
(2-r,2+r)cDcA fals, deoarece Vye(l,2), ye A. Asadar 2¢ 4 si, analog,
l¢ 4. Deducem ca 4 =(2,3).

Exemplul 1.1.19. Fie 4 = {1 ne N*}. Aritimca A= .
n

Sa presupunem prin absurd cd 3k e N" cu 116 A, deci AeV,; casiin exemplul
k

1.1.18., ar rezulta ca 3Ir >0 astfel incat (;—r,llcﬁLchA, ceea ce este fals,

1 1
intrucat Vye| ——,— |, y¢ 4.
4 (k+1 kj 4

11 1
k+1 k 2 1
o :
yw—’
r
Figura 1.5
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